We prove the second Voronoi conjecture on parallelohedra for zonotope. We show that for a given face-to-face tiling of d-dimensional Euclidean space into parallel copies of zonotope Z there are d vectors, connecting centers of zonotopes with common facet, that are basis of the correspondent lattice of the tiling.
1 Parallelohedra Definition 1.1. A polytope P ⊆ R d is called a parallelohedron if Euclidean space R d can be tiled into non-overlapping parallel copies of P.
There are several classical results in the theory of parallelohedra. Here we will mention two of them. The first one is the Minkowski theorem [4] that claims that parallelohedron P is centrally symmetric, any facet of P is centrally symmetric and projection of P along any of its ridge (i.e. face of codimension 2) is either parallelogram or centrally symmetric hexagon. The second one is the Venkov theorem that claims that these three conditions of Minkowski are sufficient for P to be a parallelohedron.
In general case two parallelohedra with common boundary point can share only a part of faces of both, as in usual brickwork two bricks from consecutive horizontal layers share only half of facet. Definition 1.2. If intersection of any two polytopes of the tiling T of R d into non-overlapping polytopes is a face of both of them (this face can be empty) then the tiling T is called face-toface tiling.
McMullen showed [3] that if parallelohedron P admits an arbitrary tiling of R d into parallel copies then it admits also and a face-to-face tilings, namely McMullen proved that Minkowski conditions are necessary for parallelohedron P with non face-to-face tiling. Further for a given parallelohedron P we will consider only correspondent face-to-face tiling T (P ). The uniqueness (up to translation) of such face-to-face tiling into copies of P is evident. Centers of all polytopes of the tiling T (P ) forms a d-dimensional lattice Λ(P ).
Also for an arbitrary d-dimensional lattice Λ we can construct a d-dimensional parallelohedron. For a fixed point O ∈ Λ consider a polytope P Λ that consists of all points of R d that are closer to O than to any other point of Λ. The constructed polytope DV Λ is called the Dirichlet-Voronoi polytope for Λ and this polytope is a parallelohedron because for different lattice points corespondent polytopes differs only by translation and all such polytopes gives us a face-to-face tiling of R d . The first conjecture of Voronoi states that all parallelohedra can be obtained from DirichletVoronoi polytopes with affine transformations.
Conjecture 1 (G.Voronoi [5] ). For any parallelohedron P there exists a lattice Λ and an affine transformation A such that the polytope A(P ) is the Dirichlet-Voronoi polytope for Λ.
Consider the set N (P ) of vectors connecting the center of a given parallelohedron P with centers of all other parallelohedra of tiling T (P ) that shares facets with P. It is clear that N (P ) generates the lattice Λ(P ) because any vector from Λ(P ) can be represented as a sum of several vectors from N (P ).
Conjecture 2 (G.Voronoi [5] ). We can choose d vectors from N (P ) that forms a basis of Λ(P ).
In this paper we will prove the second conjecture of Voronoi in the case of space-filling zonotopes.
Delone tilings and Dirichlet-Voronoi tilings
We can generalize the construction of Dirichlet-Voronoi polytope on the case of general positive definite quadratic form. Definition 2.1. Let ϕ : R d −→ R be a positive definite quadratic form in d-dimensional Euclidean space and let O be a point of some fixed lattice Λ. The Dirichlet-Voronoi polytope P ϕ (Λ) for Λ with respect to form ϕ is a polytope that consist of all points X of R d such that value of ϕ on vector − − → OX is not greater than value ϕ(
The constructed polytope P ϕ (Λ) is a parallelohedron too and the correspondent tiling is called a Dirichlet-Voronoi tiling V ϕ (Λ). If we will take ϕ equals to the usual metric form ϕ(x) = x T x then we will get the usual Dirichlet-Voronoi polytope DV Λ . Applying an affine transformation A to a given lattice Λ and a polytope P ϕ (Λ) with form ϕ(x) = x T Qx we will obtain lattice AΛ and polytope P ϕ A (AΛ) with respect to quadratic form
So to prove the first conjecture of Voronoi for a given polytope P with lattice Λ it is enough to show that there exist a quadratic form ϕ such that P = P ϕ (Λ).
For any Dirichlet-Voronoi tiling of R d into polytopes P ϕ (Λ) we can construct a dual Delone tiling. The Delone tiling D ϕ (Λ) is defined by lattice Λ and positive definite quadratic form ϕ. For a given form ϕ consider an ellipsoid E ϕ with equation ϕ(x) = 1. Consider an arbitrary homothetic copy E 0 of E ϕ such that E 0 has some d-dimensional set of points from Λ on the boundary ∂E but does not have points from Λ inside E 0 . This ellipsoid E 0 defines a convex polytope inscribed in E with vertices from the lattice Λ. The set of all such polytopes inscribed in "empty" ellipsoids we will call the Delone tiling D ϕ (Λ).
For any vertex O of the Dirichlet-Voronoi tiling values of quadratic form ϕ on vectors that connects O with centers of polytopes from V ϕ (Λ) that meets at O are equal so O will be center of empty ellipsoid that defines one polytope from the Delone tiling D ϕ (Λ).
3 Zonotopes and dicings Equivalently zonotope can be defined as a projection of cube C n of some dimension n ≥ d.
Erdahl in his work [2] proved the first conjecture of Voronoi for zonotopes. Later Deza and Grishukhin proved the first conjecture of Voronoi for zonotopes in terms of oriented matroids [1] . In this paper we will formulate and use several notions and theorems concerning zonotopes and correspondent Delone tilings and Dirichlet-Voronoi tilings from Erdahl's work [2] . Definition 3.2. Consider n families of hyperplanes in d-dimensional Euclidean space. Assume that every family consists of parallel hyperplanes and slices R d into layers of a constant width (this width can vary for different families). This set of n families and the correspondent tiling of R d is called dicing if there are d linearly independent normals to these hyperplanes and every point that belongs to hyperplanes of d families with independent normals also belongs to hyperplanes of all other families.
Assume that the point with radius vector a 0 belongs to hyperplanes of all families then for a given dicing we can choose normals d 1 , . . . , d n to families in such a way that all hyperplanes of dicing will be defined by equations d i · (x − a 0 ) = a for various integer a. Also we can substitute any vector d i by its negative −d i . Definition 3.3. In that case we will denote our dicing by D(d 1 , . . . , d n ) and the set D = {±d 1 , . . . , ±d n } we will call the set of normals of the dicing D.
Consider an arbitrary vertex of a dicing D (i.e. point of intersection of hyperplanes from d families with independent normals) and consider all edges of D that incident to this vertex. This set of edges will be centrally symmetric.
Definition 3.4. The mentioned set of edges E = {±e 1 , . . . , ±e k } is called the edge set of a dicing D. It is clear that construction of the set E does not depend on the vertex of a dicing.
Also this construction immediately follows that all vertices of a dicing D forms a lattice Λ(D) that we will call the lattice of a dicing.
In particulary Erdahl prooved the following theorem on connection between sets D and E [2, Theorem 3.1].
Theorem 3.5 (R. Erdahl). Given set D of n vectors with d linearly independent vectors can be a set of normals for a dicing if and only if there exists a set E such that:
(E1) Any pair of opposite vectors ±e i ∈ E lies in some one-dimensional intersection d
with independent vectors d i j ∈ D and conversely for any d − 1 linearly independent vectors from D there is a correspondent pair of opposite vectors from E; (E2) For any pair of vectors d ∈ D and e ∈ E the scalar product d
T e equals to 0 or ±1. Under the affine transformation of R d with matrix L matrices D and E changes into matrices
Moreover, there exists an affine transformations such that entries of matrices D and E after this transformation will be only 0 and ±1 [2, Theorem 3.3].
Theorem 3.7 (R. Erdahl). There exists an affine transformation that will give us a totally unimodular matrix D ′ , i.e. any of its minor will be equal to 0 or ±1. Moreover this transformation can be chosen in such a way that both sets D and E will contain d vectors of standard basis of
Also after this transformation all entries of matrices D and E will become 0 or ±1.
We will take only a half of vectors from the set D with no opposite vectors included. This new set D + determines the same unique dicing D. Consider a quadratic form
Theorem 3.8 (R. Erdahl). The Dirichlet-Voronoi polytope for lattice Λ(D) with respect to quadratic form ϕ(x) is a zonotope with zone vectors
In the same work Erdahl proved that if ϕ(x) is the standard Euclidean metrics then the zone vectors of the correspondent zonotope are Proof. Let π be a hyperplane of some facet of Z. The zonotope
Consider the hyperplane π ×ψ in the space R n . This hyperplane is a supporting plane of the cube C n and hence it defines its face F . The face F is a cube of some dimension and this face is generated by edges of C n that projects onto vectors of the set V that are parallel to π. Hence the face F is projected into parallel copy of a zonotope Z(U) for some
The converse statement can be proven in the analogous way. Аннотация В данной работе доказана вторая гипотеза Вороного о параллелоэдрах для зоно-топов, то есть доказано, что для данного разбиения "грань-в-грань" d-мерного про-странства на копии зонотопа Z можно выбрать d векторов, соединяющие центры зонотопов соседних по гиперграням, которые являются базисом соответствующей ре-шетки разбиения.
1 Параллелоэдры. Определение 1.1. Многогранник P ⊆ R d называется параллелоэдром если пространство R d можно разбить на параллельные копии P , не пересекающиеся по внутренним точкам.
Классическими результатами в теории параллелоэдров являются теорема Минковского [4] , которая утверждает, что если многогранник P является параллелоэдром, то он сам имеет центр симметрии, любая его гипергрань имеет центр симметрии и ортогональная проекция P вдоль любой грани коразмерности 2 есть параллелограмм или центрально-симметричный шестиугольник, и теорема Венкова [6] , которая утверждает, что данные три условия являются достаточными для того, чтобы многогранник P был параллелоэдром.
В общем случае два соседних параллелоэдра могут пересекаться по части грани каж-дого из них, например, в обычной "кирпичной кладке" два соседних кирпича из разных горизонтальных слоев пересекаются не по полной грани. Определение 1.2. Если в разбиении T любые два параллелоэдра пересекаются по гра-ни каждого из них (эта грань может быть и пустой), то соответствующее T называется разбиением грань-в-грань. * Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 11-01-00633-a и 11-01-00735-a), а также при поддержке гранта Президента РФ НШ-5413.2010.1.
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МакМаллен [3] доказал, что если данный параллелоэдр P допускает разбиение про-странства R d на параллельные копии произвольным образом, то он допускает и разбиение грань-в-грань, а именно МакМаллен доказал, что даже для параллелоэдра P и разбиения не грань-в-грань три условия Минковского являются необходимыми. В дальнейшем для каждого параллелоэдра P мы будем рассматривать только соответствующее ему разби-ение T (P ) грань-в-грань. Единственность такого разбиения очевидна. При этом центры многогранников разбиения T (P ) образуют d-мерную решетку Λ(P ).
Также по любой d-мерной решетке Λ можно построить d-мерный параллелоэдр. Для фиксированной точки O ∈ Λ рассмотрим многогранник P Λ , состоящий из всех точек про-странства R d , которые ближе к O чем к остальным точкам Λ. Данный многогранник называется многогранником Дирихле-Вороного и является параллелоэдром, так как мно-гогранники для различных точек решетки отличаются параллельным переносом и дают разбиение "грань-в-грань" пространства R d . Первая гипотеза Вороного утверждает, что все параллелоэдры могут быть получены с помощью аффинных преобразований из многогранников Дирихле-Вороного.
Гипотеза 1 (Г.Вороной [5] ). Для любого параллелоэдра P существуют такие решет-ка Λ и аффинное преобразование A, что многогранник A(P ) является многогранником Дирихле-Вороного для решетки Λ.
Пусть N (P )
набор векторов соединяющих центр данного параллелоэдра P с цен-трами его соседями по гиперграням в разбиении T (P ). Очевидно, что множество N (P ) порождает решетку Λ(P ) так как любой вектор, соединяющий центры двух параллелоэд-ров разбиения T (P ), можно представить в виде суммы нескольких векторов из N (P ).
Гипотеза 2 (Г.Вороной [5] ). В множестве N (P ) можно выбрать d векторов, являющи-еся базисом решетки Λ.
В данной работе мы докажем вторую гипотезу Вороного в частном случае зонотопов, являющихся параллелоэдрами.
Разбиения Делоне и Вороного
Построение многогранника Дирихле-Вороного из предыдущего раздела можно обобщить на случай произвольной квадратичной формы.
Построенный многогранник P ϕ (Λ) также является параллелоэдром и соответствую-щее разбиение называется разбиением Дирихле-Вороного V ϕ (Λ). Обычный многогранник Дирихле-Вороного получится если в качестве формы ϕ рассмотреть обычную форму мет-рики ϕ(x) = x T x. При этом, если к данной решетке и данному многограннику P ϕ (Λ) с формой ϕ(x) = x T Qx мы применим аффинное преобразование A, то в результате по-лучится решетка AΛ и многогранник P A −1 ϕ (AΛ), где форма A −1 ϕ задается равенством
Следовательно, для того, чтобы доказать первую гипотезу Вороного для данного параллелоэдра P с данной решеткой Λ достаточно найти такую квадратичную форму ϕ, что P = P ϕ (Λ).
Двойственным к разбиению V ϕ (Λ) на многогранники Дирихле-Вороного P ϕ (Λ) явля-ется разбиение Делоне, также определяемое по данным решетке Λ и положительно опре-деленной квадратичной форме ϕ. Квадратичная форма ϕ определяет эллипсоид E ϕ , за-даваемый уравнением ϕ(x) = 1. Рассмотрим какой-нибудь эллипсоид гомотетичный E ϕ содержащий на границе d-мерное подмножество точек из Λ, но не содержащий внутри себя ни одной точки Λ. Такой эллипсоид определяет вписанный в него выпуклый много-гранник. Множество таких многогранников, вписанных в "пустые" эллипсоид называется разбиением Делоне D ϕ (Λ).
Если мы рассмотрим произвольную вершину O разбиения Дирихле-Вороного, то зна-чение квадратичной формы ϕ на векторах, соединяющих O с центрами многогранников из V ϕ (Λ) ее содержащих, равны, а значит O и будет центром "пустого" эллипсоида, опре-деляющего один из многогранников разбиения Делоне D ϕ (Λ).
Зонотопы и дайсинги
Определение 3.1. Многогранник P ⊆ R d называется зонотопом если его можно предста-вить в виде суммы Минковского некоторого конечного набора отрезков. Зонотоп, являю-щийся суммой Минковского отрезков, образованных векторами множества V = {v 1 , . . . , v n }, обозначается Z(V ). Векторы v i называются векторами зон.
Эквивалентным образом зонотоп можно определить как проекцию куба C n некоторой размерности n ≥ d. Эрдал в работе [2] доказал первую гипотезу Вороного для зонотопов, являющихся параллелоэдрами. Позднее доказательство первой гипотезы Вороного для зонотопов было дано Деза и Гришухиным в терминах ориентированных матроидов [1] . В данной работе мы сформулируем и будем использовать некоторые факты о зонотопах и соответствующих разбиений Делоне и Дирихле-Вороного из указанной работы [2] . 
